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Piszqc rozwigzania mozna powolywad sie na twierdzenia 1 fakty, ktore byly sformulowane w skrypcie
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Czas pracy: 2 godz. 30 minut (wliczajac w to czas na przestanie plikéw)

Zadanie 1. (10 punktow)

(a) Niech X = (R\ Q) x N bedzie podprzestrzenia plaszczyzny euklidesowej. Niech
A=xn((v3,3)x(43)).

Wyznacz domkniecie i wnetrze zbioru A w przestrzeni X.

(b) Niech B bedzie nastepujacym podzbiorem plaszczyzny:
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Wyznacz domkniecie i wnetrze zbioru B w przestrzeni (R2,dy), gdzie dj, oznacza metryke kolejowa
na ptlaszczyznie.

Zadanie 2. (10 punktéw) Niech f : R? — R? bedzie funkcja zadana wzorem f(x,y) = (z — 1,y — 1).
Wyznacz zbiér punktéw ciagtoéci funkeji f jako przeksztalcenia z (R?,dy) w (R?,d,.), gdzie dj oznacza
metryke kolejowa, za$ d, metryke rzeka na plaszczyznie.

Zadanie 3. (10 punktéw)

(a) Niech X bedzie przestrzenia topologiczna taka, ze zbiér punktéw izolowanych tej przestrzeni jest
trzyelementowy. Udowodnij, ze nie istnieje przestrzen topologiczna Y taka, ze X jest homeomor-
ficzna z iloczynem kartezjanskim Y x Y.

(b) Niech Xi, Xs,... bedzie ciagiem przestrzeni topologicznych. Pokaz, ze jesli zbiér
{n € N: X, ma co najmniej dwa punkty}
jest nieskoniczony, to nieskonczony iloczyn kartezjanski
X1 x X9 x ...

nie ma punktéw izolowanych.

Zadanie 4. (6 punktow) Niech Cp[0, 00) oznacza zbiér funkeji ciaglych i ograniczonych na [0, 0o)
o warto$ciach rzeczywistych. Na Cp[0, 00) okre$lamy metryke supremum dgyp, tj.

dsup(f, 9) = sup{|f(z) — g()| : x € [0, 00)}.
Niech Y bedzie podprzestrzenig przestrzeni (Cp[0,00), dsyp) ztozona z tych funkcji f, dla ktérych
istnieje granica lim;_,o f(2). Udowodnij, ze Y jest osrodkowa.

Wskazowka. Przypominamy nastepujacy znany fakt, bedacy wnioskiem z twierdzenia Weierstrassa
o aproksymacji: Zbiér wielomianéw o wspdlczynnikach wymiernych, rozpatrywanych jako funkcje na
odcinku domknietym [s, t], jest zbiorem gestym w przestrzeni Cy[s, t], ograniczonych funkeji ciagltych na
[s,t] o wartosciach rzeczywistych.



